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10. PLOHE DRUGOG REDA (NORMALNE JEDNADZBE)*

Centralne plohe. JednadZbe navedene niZe danesu u normalnom
obliku: srediste plohe (tatka u kojoj se raspolavljaju sve tetive
§to krozanj prolaze) je u ishodi§tu, a za koordinatne osi uzete su
osi simetrije plohe. Pri tome su koordinatne ravnine ravnine simetrije.
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Elipsoid (sl. 212): =1, a, b, ¢, su polovi.

Ako je a = b > ¢, imamo spljosteni rotacioni elipsoid (sl. 213)
2 2

koji nastaje rotacijom elipse oko male osi elipse % 4 —ZE =1 urav-
nini Oxz. a ¢
Ako je a=b<.c imamo produljeni rotacioni elipsoid
(sl. 214) koji nastaje rotacijom elipse oko velike osi elipse
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* Opcéa jednadzbu plohe drugog reda vidi na str. 264.
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Ako je a = b = ¢ imamo kuglu:
x% + y* + 2% = g,

Svaka ravnina sijeCe elipsoid u elipsi (1 posebnom sludaju
u kruznici). Volumen elipsoida je /5 abc.

Jednokrilni (jednoplosni) hiperboloid (s1.215): g- + %’;—g =1,
a i b su realne poluosi, ¢ je imaginarna poluds.
0 prav¢astim izvodnicima vidi na str. 263.
i .o~ g . x2 yr 2
Dvokrilni (dvoplosni) hiperboloid (sl. 216): R i —1,

¢ je realna poluos, a i b su imaginarne poluosi.

Sl 216

Za oba hiperboloida presjeci paralelni sa osi Oz su hiperbole
(za jednokrilni hiperboloid moZe biti par pravaca koji se sijeku),
a presjeci paralelni sa osi xOy su elipse.

Ako je a = b, onda hiperboloid moZe nastati rotacijom hi-
perbole s poluosima a i ¢ oko osi 2¢, koja je za jednokrilni hiper-
boloid imaginarna, a za dvokrilni hiperboloid realna. S
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. x?  y? 2 . .
Cuny (s1. 217) — +- R e 0 ima vrh u ishodistu, a ravnalica
pe 3 5

(vidi str. 201) mu moZe biti elipsa s poluosima @ i b, kojoj je ravnina

okomita na os Oz i udaljena za ¢ od ishodista. Taj Cunj je asimpto-
2 2 2 . .

ti¢ki za dva hiperboloida 31(5 +% —a= + 1, tj. svaka njegova

izvodnica se pri udaljavanju u beskona¢nost neograni¢eno pri-

blizava objema hiperboloidima (si. 218). Ako je a = b imamo

uspravni kruzni ¢unj (vidi na str. 201).

. Paraboloidi. Paraboloidi nemaju sredista; za ni¥e navedene
Jedn_adzbf_:. tieme paraboloida je u ishodiStu koordinata, os Oz je
0s simetrije, a ravnine xOz i yOz su ravnine simetrije.

2 2
Elipticni paraboloid (sl.219): z = )iz -+ ¥ . Presjeci paralelni

. a b2
sa osi Oz su parabole; presjeci paralelni s ravninom xOy su elipse.

Ako je a = b imamo rotacioni’ paraboloid, koji nastaje rotacijom
2

X .. . .
parabole z = pet u ravnini xOz, oko njene osi.
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Volumen dijela paraboloida koji odsijeca ravnina okomita
na njegove osi u visini 2 je Y/,mabh, a to je polovina volumena
elipti¢nog valjka s istom bazom i visinom.

Hiperbolni paraboloid (sl. 220): z = % m’;iz Presjeci paralelni

s ravninom yQOz su sukladne parabole; presjeci pa:*ale]n} s ravni-
nom xOz su sukladne parabole; presjeci parale_}m s ravnincm xOy
su hiperbole (a takoder i par pravaca koji se sijzkul.

PravCastom izvodnicom plohe nazivamo pravac koji Citav leZi
u zadanoj plohi, npr. pravlasta izvodnica Zunjaste ili valjkaste
plohe.
X2 oy 2 . .
Jednokrilni hiperboloid (sl. 221) pe +7)—2-—§ =1 ima dvije
porodice pravéastih izvodnica: .

Teteiie)

{ u i v su po volji odaberivi.
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- 2
X Yy

Hiperbolni paraboloid (si. 22%)‘ Z= ima takoder dvi-

je porodice izvodnica:

b a b
II);——b =v, Vv (a —+ b) z;

Sk 222

u i v su po volji. Kroz svaku tatku plohé u oba slucaja prolaze
dva pravca; po jedna izvodnica svake porodice (na sl. 221 i 222
nacrtana je samo jedna porodica). ‘

‘ 2 %
Valjci (cilindri): elipticni ‘%+ % =1 (sl 223), hiperbolni
X2 y2

S—m=1 GL224), parabolni y2 = 2px (sl. 225).

/

<

SL 224 ' SL 225

11. PLOHE DRUGOG REDA (OPCA TEORIJA)

Opca jednadZba plohe drugog reda: aypx® -+ apy? + aggz? -+

-+ 2a10xy 4 2a53yz + 2a512% -+ 2a14% + 205,y + 205,z + a4 = 0.
~ Invarijante plohe drugog reda*:
ay Gy Qi3 gy

a,, Gy, a
A — |921 G2p Qz3 Qg |, S = 1hmae 18
= . s == | Qgy dag Qo3 |5
3y Qgy d33 d3

a ass A
Ay Qg g3 Aygq 81 Hs2 3:?-

S = a;; + Gyt ay; ]
T = Gyea33 1+ 33013 + ay1055 — 0%3 - 11%1 —_— afz-
.Te \_Jehcu}e se ne mijenjaju pri pomaku ishodi$ta i vrtnji ko-
ordinatnih osi. -

* Ovdje je: aix = axi.
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Oblik plohe drugog reda po njenoj jednadzbi odreden je predzna-
cima njenih invarijanata A, 3, S i T iz donje tablice. U toj tablici
je redom pored naziva plohe i njena mormalna jednadzba u koju
transformacijom koordinate moZemo dovesii zadanu jednadZbu.
Jednadzbe tzv. imaginarnih ploha ne zadovoljavaju koordinate
ni jedne realne tatke (osim dva izuzetka: vrh imaginarnog Cunja i
presjenica imaginarnih*ravnina).

Odredivanje oblika povrSine drugog reda
L8820 (_centralne plohe)

- 83>0, T>0. 8§31 T'nisuoba> 0
Elipsoid _ Dvokrilni hiperboloid
A<0 X2 2 2 _ x2 2 2% _
cTpta=! atpTa= !
Imaginarni elipsoid Jednokrilni hiperboloid
A>0 x2 x* ¥z
2tpta="1 2 pTas!
Imaginarni Cunj .
(s realnim vrhom) Cunj
A=0 2 3 2 Xty 7
x: oy 2 b A
o + At a= 0 at ' b
e

IL. & = O (paraboloidi, valjci i parovi ravnina)
A < O(pritomeje T> 0) \ A> 0 (pritomeje T < 0)'

Elipti¢ni paraboloid Hiperbolni paraboleid
Ax0 x2 y'é . X2 2
FtEp=*2 # TRt

A = 0 | Valjkasta ploha ima za ravnalicu krivulju drugog reda.

: U ovisnosti o obliku krivulje (vidi na str. 244 i 245)
imamo valjke raznih oblika (elipti¢ni realni ili ima-
ginarni za T > 0, hiperbolni za 7 < 0, parabolni za T = 0),
ako se plohe raspadaju na dvije ravnine (realne, imaginarne
ili identi¢ne). Uvjeti zaraspad:

Qp1 Gy Gua Qi1 3 Gy Ugzg o3 day
Az Gos Gog |+ | G31 Qa3 Qg | + A3p Q33 Ggy | = 0
Qy1 Qg3 Ay Ay Qg3 gy

Ay Qgp sy




